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A History of Group Theory
through the Lives of Group Theorists
Hans Fitting - Part 1

We are glad to introduce an attempt of a systematic historical account
of Group Theory inspected by means of the lives and the works of its
main actors. Our aim is to bring the interested reader through orig-
inal correspondances, published and unpublished works, historical
perspectives, diatribes and friendship.

We begin here with the publication of two letters and one postcard
written by Fitting to Helmut Hasse. For each of these, the reproduc-
tion of the original is proposed, followed by its transcription and
translation. This first part concerning Fitting’s activity is closed by
the reproduction of the second part of his Habilitationsschrift, that is
quoted in the above correspondence.

We are grateful to the Niedersichsische Staats- und Universititsbiblio-
thek Gottingen for epistolary sources provided.

Mattia Brescia
Francesco de Giovanni
Marco Trombetti
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1 Fitting to Hasse: 20 June, 1936
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Transcription

Konigsberg Pr. 20. Juni 1936
Math. Seminar der Univ.

Sehr geehrter Herr Professor!

Beiliegend {ibersende ich Ihnen einen Bericht iiber meine Arbeit
tiber Idealnormen. Zur Erleichterung der Orientierung habe ich die-
jenigen Stellen, die mir personlich besonders interessant erscheinen,
rot angestrichen. Die Sitze 5 und 6 sind wohl auch im Spezialfall der
algebraischen Zahlentheorie neu? Jedenfalls dann, wenn die Klassen-
zahl des Korpers k (von dem o die Hauptordnung sein soll) grofier
als 1 ist.

Ich benutze die Gelegenheit, um Sie zu fragen, ob es moglich ist,
dafd die Arbeit eventuell im Crelleschen Journal erscheint. Der er-
ste Teil meiner Habilitationsschrift soll in den Jahresberichten der
d.M.V. * veroffentlicht werden. An sich ist Herr Prof. Sperner gerne
bereit, auch den zweiten Teil aufzunehmen. Einerseits mdchte ich
aber in den Jahresberichten nicht allzu viel Platz beanspruchen, da
der erste Teil ziemlich lang ist; anderseits scheint mir der zweite
Teil wegen seines zahlentheoretischen Inhalts am ehesten fiir das
Crelle’schen Journal geeignet. Ich wurde Ihnen schon jetzt das voll-
staindige Manuskript zu schicken, da ich aber die Arbeit in den Knien
erst noch einmal umschreiben und stilistisch glatten mochte, will ich
das Manuskript vorerst noch ziirtickhalten.

Mit verbindlichem Griifs
und
Heil Hitler
H. Fitting

* Die deutsche Mathematiker-Vereinigung
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Translation

Konigsberg Pr. 20th June 1936
Department of Math.

Dearest Herr Professor!

I am sending you the enclosed report on my work about ideal
norms. In order to guide you through it, I have underlined in red
those passages, which I personally find particularly interesting. Pro-
positions 5 and 6 are new maybe even in the special case of algebraic
number theory? at least if the class number of the division ring k
(whose maximal order should be o) is bigger than 1.

I take the opportunity to ask you if it is possible to make the work
eventually appear in Crelle’s Journal. The first part of my habilita-
tion thesis should be published in the annual reports of the German
Mathematical Society. Actually, Herr Prof. Sperner is quite willing
to receive the second part, too. On the one hand, however, I would
like to take not too much space in the annals, since the first part is
rather long; on the other hand, the second part seems to me to be
most likely suitable for Crelle’s Journal because of its number theo-
retical contents. I would have already sent you the full manuscript
but, since I would like to firstly rewrite again and polish up the work,
in the meanwhile I still want to withhold the manuscript.

Kindest regards
and
Heil Hitler
H. Fitting
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2 Fitting to Hasse: 11 May, 1937
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Defudt das fd)dne Sdlefien!

Das malerifche Breslau: ai)rl)&n&rtballe
28, Juli bis 1. Auguft 1937 12, Deutfdyes Sdngerbundfeft
1938 Deutfches tumfm

mrm ee: “.’. .............. J,/
)Bebno ](m Suftgfl ober cmnna;

Strafe, Hansnummer,

Transcription
Konigsberg (Pr.), den 11/5. 1937

Sehr geehrter Herr Professor!

In dem Manuskript, das ich Ihnen gestern schickte, befindet sich -
wie ich eben bemerke - noch ein kleiner Fehler. Es handelt sich um
Folgendes. Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache (der
Durchschnitt) der Ideale by, ..., by heisst direkter Durchschnitt von
by,...,bx, wenn jedes b; zum kleinsten gemeinschaftlichen Vielfa-
chen der {iibrigen teilerfremd ist. Im Kommutativen ist der Durch-
schnitt des b; stets dann und nur dann ein direkter, wenn die b; paar-
weise teilerfremd sind. Im Nichtkommutativen ist der analoge Satz
wahrscheinlich nicht richtig, jedenfalls nicht bewiesen. Bei meinen
Satze 5, 6, 8 darf ich also nicht von kleinsten gemeinschaftlichen
Vielfachen von paarweise teilerfremden Idealen, sondern vom direk-
ten Durchschnitt reden. Ich muss daher diese Stellen noch einmal
dndern und bitte deshalb um Riicksendung des Manuskripts. Mit
verbindlichem Griiss

Ihr Hans Fitting .
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Translation
Konigsberg (Pr.), 11/5 1937

Dearest Herr Professor!

In the manuscript that I sent you yesterday there is — as I just
notice — another little error. We can deal with it as follows. The
least common multiple (the intersection) of the ideals by,..., by is
called direct intersection of by, ..., by, if each b; is coprime with the
least common multiple of the remaining. In the commutative case
the intersection of the b;s is always direct if and only if the b;s are
pairwise coprime. In the non-commutative case the analogue theo-
rem is probably not true; however this is not proved. In my proposi-
tions 5, 6, 8, I cannot speak about the least common multiple of pair-
wise coprime ideals, but about the direct intersection. That is why
I have to change again these passages and so I ask you to send me
back the manuscript. Kindest regards

Yours Hans Fitting .

3 Fitting to Hasse: 10 May, 1937
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Transcription

Konigsberg (Pr.), den 10/5. 1937

Sehr geehrter Herr Professor!

Ich {ibersende Ihnen heute endlich das seit langem angekiindigte
Manuskript meiner Arbeit iiber ,Idealnorme", {iber die ich Inen [sic!]
bereits im vorigen Jahr ausfiihrlich berichtet und tiber die ich ja auch
auf der Tagung in Salzbrunn vorgesagen habe. Mit der hoflichen
Bitte um Aufnahme der Abhandlung in das Crellesche Journal bin
ich

mit freundlichen Griifien
Ihr sehr ergebenen
Hans Fitting.
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Translation
Konigsberg (Pr.), 10/5/1937

Dearest Herr Professor!

Today I am finally sending you the long announced manuscript
of my work about "ideal norms", which I have already described in
details to you last year and which I talked about at the conference
in Salzbrunn. Kindly requesting the paper to be admitted to Crelle’s
Journal, I remain

with kind regards

respectfully yours
Hans Fitting.

Transcripted and translated by

M. Brescia, M. Trombetti

Dipartimento di Matematica e Applicazioni “Renato Caccioppoli”
Universita degli Studi di Napoli Federico II

Via Cintia, Napoli (Italy)

e-mail: mattia.brescia@unina.it; marco.trombetti@unina.it
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4 Fitting’s Habilitationsschrift (second part)

Der Normenbegriff

fiir die Ideale eines Ringes beliebiger Struktur.

Von Hans Fiting in Konigsberg (Pr.).

Einleitung.

In einer fritheren Abhandlung!) hat der Verfasser folgende Sitze bewiesen:

I. M sei ein Rechtsmodul in bezug auf einen kommutativen Ring o mit Einselement,
das fiir M ein Einheitsoperator sei. Ferner werde in I die Existenz eines aus endlich vielen
Elementen bestehenden Erzeugendensyst (0cyy &gy « - «y &) vorausgesetzt. Unter diesen
Bedingungen ist das Ideal des Ringes o, das von den Determinanten aller der Bedingung

"é‘l‘xﬂa#' = 0) Uy € 0 (V = 1, 2, .oy S)

geniigenden, s-reihigen, quadratischen Matrizen (a,,) erzeugt wird, von der speziellen Wahl
des Basissystems (xy, . . ., &) unabhdingig, d. k. in M invariant definiert 2) (DM, § 1); es
werde im folgenden mit b(IR) bezeichnet und — im AnschluB an Iyanaga ®) — das

Ordnungsideal von IR genannt.

II. Zum annullierenden Ideal®) a(M) = a des Moduls M steht d(M) = b in der
Beziehung of < b < a?), falls nur r hinreichend groB (z. B. nicht kleiner als der Rang r )
von M) gewdhlt wird; d(M) und a(M) sind also immer durch dieselben Primideale teilbar

(DM, § 2, Satz 3).

II1. Das Ordnungsideal d(M) ist durch das Indexideal d(IM/WN), i. a. aber nicht durch

das Ordnungsideal d(IM) eines Untermoduls 1L von M teilbar:

(M) = 0 (mod d(M/L)), i.a. aber =0 (mod.d(W)) (DM, § 2, Satz 7, 8).

IV. Bei jeder direkten Summenzerlegung von M
M= + 8+ -+ "™

ist das Ordnungsideal von I gleich dem Produkt aus den Ordnungsidealen der Summanden

ﬁlv R ] Qn:

D(M) = b(Ry) - D(SRy) - - - D(Ry) (DM, § 2, Satz 5).

1) H. Fitting, Die Determinantenideale eines Moduls, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung

46 (1936), S. 195—228; diese Arbeit wird mit DM zitiert.

%) Ein Beweis des Satzes I findet sich auch schon in der Arbeit von Iyanaga, Zum Beweis des Hauptideal-

satzes, Abhandl des Hamburger Math. Sem. 10 (1934), S. 366—356.
33) A, a, O.2), S. 365

3) Unter dem annullierenden Ideal eines Moduls M mit dem Operatorenring o wird die Gesamtheit aller Ele-

mente & aus o verstanden, welche fiir jedes x € It der Bedingung o - @ = 0 geniigen.

4) Die Relation b < a bringt eine Verallgemeinerung des kleinen Fermatschen Satzes zum Ausdruck, die eben-

falls bereits von Iyanaga, a. a. 0. %), 8. 366, bewiesen wurde.

%) Rang von M ist die kleinste natiirliche Zahl, welche angibt, daB in I ein aus 7, aber kein aus r — 1 Elementen

bestehendes Erzeugendensystem existiert.
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V. Ist o speziell ein 5-Axiomering im Sinne E. Noethers (vom Typus der Haupt-
ordnung eines algebraischen Zahlkorpers endlichen Grades), so ist das Ordnungsideal d(IR)
immer gleich dem Produkt aus Index- und Ordnungsideal eines Untermoduls 1 von IN:

(M) = d(M/U) - d(N) - (DM, § 4, Satz 18).

V1. Im Spezialfall einer (additiv geschriebenen) gewdéhnlichen, endlichen, abelschen
Gruppe & ist b(®) — falls ® als Rechtsmodul in bezug auf den Ring der ganzrationalen
Zahlen aufgefait wird — das von der Ordnung von & erzeugte Hauptideal (DM, §2, Satz 6,
S. 204, vgl. auch Iyanaga a.a.O.2), S.356).

Der letzte Satz fithrt zu einer interessanten Konsequenz: Ist O die Hauptordnung
eines algebraischen Zahlkérpers endlichen Grades, o der Ring der ganzrationalen Zahlen
und U irgendein Ideal von D, so ist b(D/A) — wenn das Restklassensystem O/ als
Rechtsmodul in bezug auf o gedeutet wird — nichts anderes als die Norm von ¥ in
bezug auf o (absolute Norm). Diesem Beispiel entsprechend mache ich in dieser Arbeit
die Resultate I—VI iiber das Ordnungsideal b(IM) in naheliegender Weise zur Grund-
lage einer allgemeinen Theorie fiir die ,,Normen‘ der (ein- und zweiseitigen) Ideale
eines beliebigen kommutativen oder nichtkommutativen Ringes £ mit Einselement.
Von dem Ring o, in bezug auf den die Normen gebildet werden sollen, setze ich dabei
voraus, daB er das Einselement von  umfafit und im Zentrum von O enthalten ist ¢);
jedes Rechts- oder Linksideal A des Ringes O ist dann immer Rechitsmodul in bezug auf o,
den ich mit 9, bezeichne. Fiir das Ideal % des Ringes © definiere ich die Norm N be-
ziiglich o dann und nur dann, wenn im o-Rechtsmodul £,/%, der Doppelkettensatz
gilt 7); in diesem Fall sei V¥ das Ordnungsideal:

D(Do/ W) = NY,
dessen Existenz gesichert ist, da Moduln mit Doppelkettensatz sich immer von endlich
vielen Elementen erzeugen lassen. Aufgabe der vorliegenden Abhandlung soll es sein,
die Theorie, die sich auf dem eben definierten, allgemeinen Normenbegriff aufbaut, im
einzelnen zu entwickeln und neben der Herleitung neuer Resultate die Verbindung mit den
wichtigsten, in der Literatur vorkommenden Normensétzen und -definitionen herzustellen.

Von Bedeutung ist der Normenbegriff namentlich in der hyperkomplexen Arith-
metik, deren Betrachtungen sich hauptsdchlich auf die Ordnungen einer einfachen
Algebra A beziehen, deren Grundkérper P der Quotientenkorper eines Noetherschen
5-Axiomeringes t ist. Bedeutet © irgendeine (nicht notwendig maximale) Ordnung
von A und o einen r umfassenden Teilring des Zentrums von 9, so ist die Norm fiir alle
nicht singuliren, d.h. fir alle diejenigen Ideale definiert, die wenigstens einen Nicht-
nullteiler enthalten; die Normenbildung ist also gerade bei allen Idealen méglich, die
in der hyperkomplexen Arithmetik eine Rolle spielen, in der man ja die (aus lauter Null-
teilern bestehenden) singuldren Ideale (z. B. das Nullideal) auszuschlieBen pflegt.

Den interessantesten Spezialfall erhdlt man natiirlich, wenn man © als Maximal-
ordnung von 4, o als Hauptordnung eines P umfassenden Teilkorpers K des Zentrums Z
von A voraussetzt:

P<KgZg4,

1 £, den 1

%) An sich wiirde es geniigen, o als einen das Ei t von D tiven Teilring von ©
vorauszusetzen; da aber unter dieser allgemeinen Voraussetzung die Theorie etwas schwerfillig wird, beschréinke
ich mich auf den im Text angegebenen Spezialfall,

7) Auch an dieser Stelle wire es wieder méglich, die scharfe V tzung des Doppelkettensatzes durch
eine schwiichere Forderung, etwa Existenz einer aus endlich vielen Elementen bestehenden Basis im Modul Oo/%o
zu ersetzen. Von dieser Verallgemeinerung gilt aber dieselbe Bemerkung wie die in FuBnote 6 gemachte, weshall
ich auf eine Weiterverfolgung des allgemeinen Falles von vornherein verzichte,




Adv. Group Theory Appl. 4 (2017)

117

wobei man, um iiber die Existenz maximaler Ordnungen in 4 bzw. K GewiBheit zu haben,
sich auf solche einfachen Algebren A iiber P beschridnken wird, bei denen das Zentrum Z
iiber P separabel, d. h. von erster Art ist. In diesem Falle werde ich neben O gleichzeitig
alle Maximalordnungen 9, £, ©”, ... von A betrachten. Mein erstes Ziel ist ein Beweis
des bekannten Normenproduktsatzes (die Norm eines eigentlichen Idealproduktes ist
das Produkt aus den Normen der einzelnen Faktoren), der sich unter Umgehung der
Schwierigkeiten, die bei der iiblichen Begriindungsweise auftreten, wenn o kein Haupt-
idealring ist, und unter Vermeidung des Umwegs iiber die p-adik direkt aus gruppen-
theoretischen Struktursitzen ableiten 14B8t, die fiir die Restklassenmoduln gewisser Ideale
der Maximalordnungen von A gelten #). AnschlieBend beweise ich den Satz, da zwei
Ideale ;; und By, stets dann und nur dann als 0-Moduln isomorph sind, falls ihre Normen
beziiglich o im gewéhnlichen Sinne der algebraischen Zahlentheorie &dquivalent sind,
woraus u. a. folgt, daB z. B. alle Maximalordnungen von A als o-Moduln, insbesondere
auch als 3-Moduln isomorph sind, wobei 3 die Hauptordnung des Zentrums Z von A4
bedeutet. Das letzte Resultat ist insofern interessant, als es — wie ich zum Schluf noch
zeigen werde — in A die Einfiihrung eines neuen Idealklassenbegriffs ermoglicht, derart,
daf die Idealklassen einerseits als natiirliche Verallgemeinerung der in der algebraischen
Zahlentheorie definierten Idealklassen angesehen werden konnen, anderseits bei multi-
plikativer Verkniipfung eine gewohnliche abelsche Gruppe bilden, die im Spezialfall
rationaler Algebren sogar endlich ist.

§ 1. Normentheorie in Ringen allgemeiner Struktur.

© sei ein beliebiger kommutativer oder nichtkommutativer Ring mit Einselement 1
und o ein Teilring des Zentrums von O, der das Einselement von © umfalt. Die Elemente
eines beliebigen Rechts- oder Linksideals 9 des Ringes © bilden dann offenbar stets
einen Rechtsmodul in bezug auf o, den ich mit ¥, bezeichne. Fiir den Restklassenmodul
0o/U, schreibe ich kurz (O/A),.

Fiir ein Rechts- oder Linksideal U des Ringes © fiihre ich eine Norm beziiglich o,
in Zeichen Ngp(A) = NUA®) ein, wenn im Modul (D), der Doppelkettensatz gilt; in
diesem Fall set N das Ordnungsideal des Moduls (O/%),, d. k.

Npp(A) = NU = d{(D/A)},
wihrend N in allen ibrigen Féllen gar nicht definiert wird. Wenn daher im folgenden
von der Norm eines Ideals % von O die Rede ist, so wird dabei immer stillschweigend
vorausgesetzt, dall die genannte Endlichkeitsbedingung — Doppelkettensatz in (D/A), —
erfiillt ist, was ich nicht jedesmal ausdriicklich hervorheben will.

Satz 1. Aus A<V folgt NA<NDB.

Beweis. Es ist

(D0f o)/ (Bo/ Uo) = (D/B)o
und daher Satz 1 ein Spezialfall des Satzes III (Einleitung).
Satz 2. Es gilt
(A~o)sNA<AA~D,
wenn r hinreichend grof (z. B. nicht kleiner als die Rangzahl des Moduls (O/¥), (siehe
FuBinote 5) gewdhit wird. NU ist also durch dieselben Primideale teilbar wie das ,,Ver-
engungsideal (der Durchschnitt) % ~o = a.

8) In dem Buche Deuring, Algebren (Exgebnisse d. Math. 4 (1935), S. 791f.) wird ein dhnlicher Beweis gegeben,
der aber auf einer anderen, mit der meinigen im betrachteten Spezialfall gleichwertigen, Normendefinition beruht.
?) Ich schreibe einfach N, falls iiber die Bezugsringe © und o kein Zweifel besteht.
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Beweis. Folgt aus Satz II (Einleitung); denn % ~ o = a ist das annullierende
Ideal des Moduls (£/%),.

Satz 8. Die Norm eines Primideals P ) ist

NR =(Bro),
wo f den Grad von P beziiglich v, d. h. den Rang des Moduls (D/%),, bezeichnet.

Beweis. Zunichst ist P ~ 0 = p ein Primideal von o, was nach Einfithrung des
Eigenrings1%) £* von P leicht bestitigt werden kann; denn ist ein Produkt von Idealen
a3, ..., 0z des Ringes o durch p teilbar, so gilt

¥ ¥ (Po)O*<s P,
so daB wenigstens einer der Faktoren a,0%, ..., ;0% etwa a,0* durch  und damit
a, durch p teilbar sein muB.

Nun ist p das annullierende Ideal des Moduls (D/%), und in (©/%P),, also auch
mod p, der Doppelkettensatz erfiillt (vgl. DM, §5, Absatz 2, S.225). Infolgedessen
ist p sogar ein teilerloses Ideal und der Restklassenring o/p ein Korper.

Da p = P ~o den Modul (O/P), annulliert, kann (/%) auch als Modul in
bezug auf den Restklassenkérper o/p aufgefaBt werden. Es zeigt sich dann, daB (D/P),
in die direkte Summe von genau f einfachen Untermoduln zerfillt, die alle mit o/p iso-
morph sind. Wegen d(o/p) = p folgt hieraus nach Satz IV (Einleitung)

NP =0d{(D/P),} = 4.

Satz 4, Bei einem Primdrideal Q%) sind Norm N und Verengungsideal £, ~ o
primire (sogar einartige) Ideale, die — nach Satz 2 — zum selben Primideal p gehiren;
dieses p ist das Verengungsideal des zu . gehirigen Primideals °) B* in o, d. h. p = P* ~ 0.

Beweis. Ich setze O als Linksideal voraus, was natiirlich keine Beschrankung der
Allgemeinheit bedeutet. Fiir zwei Elemente @ und b aus o sei a-b =0, aber a =0
(mod £ ~ 0). Dann ist, falls mit ©* der Eigenring 1°) von £ bezeichnet wird,

aD* HpO* < (VL ~0)O*= Q, a* %= 0 (mod Q) .

Nun sollte £ primdr sein; mithin ist jedes Element aus * mod £ und daher b mod & ~ o
nilpotent. Wir finden also: 1) Aus a€v,b¢co und a-b=0,a==0 (mod O ~ o) folgt
b° =0 (mod £ ~ o) fiir hinreichend groBes po. 2) Jedes Element p* aus P$* ~ o ist
mod & ~ o nilpotent. 3) O ~ o ist durch $* ~ o teilbar. Durch 1), 2) und 3) wird
£ ~ o bekanntlich als priméres Ideal und P* ~ o als das zu £ ~ o gehorige Primideal
charakterisiert. Dariiber hinaus ist aber £ ~ o sogar ein einartiges Ideal, da O ~ o das
annullierende Ideal von (©/9), ist und in (D/Q),, also auch mod & ~ o der Doppel-
kettensatz gilt (vgl. DM, § 5, Absatz 2, S. 225). Nach Satz 2 mufl daher mit & ~ o auch
N ein zum Primideal $* ~ o gehoriges (einartiges) Primérideal sein.

Satz 5. Ist ein Ideal A des Ringes O direkter Durchschnitt %) der Ideale By, . . ., B
von 9, so gilt:

NU =NB; - - NB;.

Beweis. Man setze €; = B, ~ -~ Bi1 ~Biy1 ~ -~ B, Nach bekannten
Séatzen zerfallt dann (/%) in die direkte Summe der & Moduln (€,)/(¥), (¢ =1, ... k);
auBerdem ist :

(€)%, = (0/8,), .

10) Definition siehe: H. Fitting, Primiirkomy legung in nichtk tativen Ringen, Math. Ann,
111 (1935), S.19—41, insbesondere 21—23.

108) Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Ideale %, . . ., By heiBt direkier Durchschnitf, wenn jedes %B;
zum klej gemeinschaftlichen Vielfachen der iibrigen teilerfremd ist.
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Hieraus folgt die Behauptung nach Satz IV (Einleitung).

Ein Ideal % von 9, fiir das eine Norm beziiglich o defintert ist, lift sich immer (meist
sogar auf mannigfache Art) als direkter Durchschnitt primdrer Ideale darstellen, weil ja
in (O/YU),, um so mehr fiir die Oberideale von ¥ in O, der Doppelkettensatz gilt (vgl.
a.a.0.1), Satz 5a). Nach Satz 5 ergibt sich hieraus

Satz 6. Bei jeder Darstellung des Ideals W als direkter Durchschnitt von Primdr-
idealen 9., ..., wird

N =NQ; - - N
NU ist also stets als Produkt der Normen primdrer Ideale darstellbar. Ist O kommutativ,
so ist insbesondere N = N, --- NO, wenn A =9, .- - Qy die eindeutig bestimmte
Zerlegung von N in das Produkt paarweise teilerfremder Primdrideale bedeutet 11).

Zur Vorbereitung des Satzes 7 schalte ich eine Zwischenbetrachtung ein:

Bedeutet M irgendeine r-reihige und s-spaltige Matrix, deren Koeffizienten dem
Ring o entnommen sind, so ist die Menge aller Matrizenprodukte

-5 =2
in denen der rechte Faktor X sdmtliche s-reihigen und r-spaltigen Matrizen durchlauft,
die sich aus den Elementen von o bilden lassen, ein Rechtsideal o, aller r-reihigen, qua-
dratischen Matrizen mit Koeffizienten aus o; ich nenne es das von M erzeugte Rechtsideal.

Im allgemeinen ist natiirlich nicht jedes Rechtsideal |a,) von o, im eben beschriebenen
Sinne von einer Matrix erzeugbar; dies ist aber jedenfalls dann immer der Fall, wenn in o
die Tetlerketten-(Maximal-)Bedingung erfiillt ist. -Um dies zu beweisen, werde mit |q,)’
die Menge aller r-zeiligen, einspaltigen Matrizen bezeichnet, die in den zu |a,) gehorigen
Matrizen als Spalten vorkommen, und mit o, die Menge aller r-zeiligen, einspaltigen
Matrizen, die sich iiberhaupt mit Koeffizienten aus o bilden lassen. |a,)’ und o/ sind
offenbar Rechtsmoduln in bezug auf o, von denen der letztere sogar eine aus endlich
vielen Elementen bestehende Basis besitzt, namlich (E,, ..., E,), wo E; die spezielle
r-zeilige, einspaltige Matrix bedeutet, in der in der i-ten Zeile die Eins, sonst iiberall
die Null des Ringes o steht. Hieraus folgt aber, daB jeder Untermodul von o/, insbe-
sondere auch |q,)’, ebenfalls ein Erzeugendensystem besitzen muB, das aus endlich
vielen Elementen besteht, da in o der Teilerkettensatz vorausgesetzt wurde. Ist
(Sy, ..., S ein solches Basissystem von |a,)’, so wird das Ideal |a,) offenbar von der
aus den Spalten S, ..., S; zusammengesetzten Matrix erzeugt.

Satz 7. Es werde in o die Giiltigkeit des Teilerkettensatzes und im o-Modul 9, die
Ezistenz eines Erzeugendensystems (Qy, . . ., Q) vorausgesetzt, das aus endlich vielen Ele-
menten besteht. Unter dieser Bedingung muB bekanntlich auch jedes Ideal % von  — als
o-Modul gedeutet — ein aus endlich vielen Elementen bestehendes Erzeugendensystem
(Ay..., Ap) besitzen. Ist nun U eine Ubergangsmatriz von (R, ..., ) 2t (A, ..., Ay)
[so daB also (R, ..., Q) U = (A;...,Ap) gilt] und V eine erzeugende Matriz des an-
nullierenden Ideals von (Qy, ..., Q) 2); so ist NU der (in o gebildete) grofte gemein-

1) H, Grell, Zur Theorie der Ordnungen in algebraischen Zahl- und Funktionenkorpern, Math. Ann.97 (1927),
S. 524—bb8, insbesondere S. H42.

12) Das annullierende Ideal des Erzeugendensystems (R, .. ., 2,) von D, ist die Menge |a,) aller r-reihigen,
quadratischen Matrizen (a,,) mit Koeffizienten aus o, die fiir jedesy =1,.. ., r der Bedingung £Q, a,,,= 0 geniigen.
Offenbar ist |a,) ein Rechtsideal des Ringes o, aller r-reihigen, quadratischen Matrizen, die sich aus den Elementen
von o bilden lassen. Die Forderung, daB V = (v;;) eine erzeugende Matrix von |a,) sein soll, besagt also auf Grund
der dem Satz 7 vorausgeschickten Definition: 1. daB die Relationen R, =%Q,v;,, ..., Rq =X Vi = 0 gelten,
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schaftliche Idealteiler ¢ der Determinanten aller Matrizen, die aus der Mairiz
P+g=s

P
durch Streichung von s — r beliebigen Spalten entstehen; im Fall r > s ist N U = 0.

Beweis. Der Fall s <r 1aBt sich auf den Fall s = r zuriickfiihren, indem jede
Reihe von P mit r — s Nullen aufgefiillt wird; es geniigt daher, den Fall s = r zu be-
trachten. Man erhélt d{(D/)} = N¥, indem man alle r-reihigen, quadratischen Ma-
trizen R = (a,,) aufsucht, die der Bedingung

{;‘:lsz,,a,,,zo (mod %) (v =1,2...,7)
A €0
geniigen und das von den Determinanten | R| erzeugte Ideal in o bildet.

Ist § = (b,) irgendeine Matrix, die von P nach Fortstreichung von s — r be-
liebigen Spalten iibrigbleibt, so ist fiir S immer die Bedingung (1) erfiillt; infolgedessen
ist |S|eNY, d. h.

(@) ¢< N9

R = (a,) sei eine beliebige r-reihige, quadratische Matrix, die der Bedingung (1)
geniigt. Ich setze

(1a) Q-2 R = (A, .., A").

Die Elemente A sind wegen (1) in % enthalten. Da (A,,..., A,) ein Erzeugenden-
system von %, sein sollte, gibt es eine Matrix W mit Koeffizienten aus o, fiir die

(6]

®) Ap .oy Ap) - W = (A}, ..., AY)
wird. Weiter ist nach Definition von U
(4) Q.- ) U =(Ay..,A).

Aus (1a), (3) und (4) folgt, daB R — UW zum annullierenden Ideal der Basis
(R, ..., Q) von O, gehort. Daher gibt es eine Matrix X mit Koeffizienten aus o derart, dafl

VX=R—-UW, R=VX+UW
X) , so bringt die Gleichung UW + VX = R das Be-

stehen der Matrixgleichung PQ = R zum Ausdruck; diese besagt aber nach einem
bekannten Satz der Determinantentheorie, daB |R| in dem Ideal ¢ enthalten ist. Es
ist also NY<¢, was mit (2) zusammen N9 = ¢ ergibt.

Es set jetzt o Hauptidealring, ©, wie in Satz 7 von endlich vielen Elementen erzeugbar
und auferdem ,,rein-unendlick‘‘, d. h. kein Element a € o Nullteiler des Ringes ©. Dann
konnen in Satz 7 die Systeme (Q;,...,Q,;) und (A, ..., A;) bekanntlich stets so ge-
withlt werden, da8 V = 0 und r = p ausféllt und daher N% mit dem Hauptideal iiber-
einstimmt, das von der Determinante der (jetzt quadratischen!) Ubergangsmatrix U
von (R, ..., Q) zu (A, ..., A,) erzeugt wird. In diesem Spezialfall erweist sich also die
Normendefinition der vorliegenden Arbeit mit der iiblichen als dquivalent. Das gleiche gilt,
wenn o der Ring der ganzrationalen Zahlen ist, sogar dann, wenn sich O, nicht von endlich

gilt. Bilde ich die Matrix @ — (W

2.daB R, =0,..., R = 0 ein zu dem Erzeugendensystem (Q,, . . ., R,) gehoriges System definierender Relationen
fiir den Modul 0, bilden, aus denen jede weitere Relation R = XQ; v, = 0 als Folgerelation, d. h. durch rechtsseitige
Linearkombination mit Koeffizienten ¢; aus o hervorgeht: R= B¢, + Rye, +--+ Rje, = 0. DaBzu (Q,,..., Q)
ein System aus endlich vielen definierenden Relationen existiert, ist — wie in der dem Satz 7 vorausgehenden Be-
trachtung gezeigt wurde — eine Folge des in o v g Teilerk
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vielen Elementen. erzeugen liBt und wenn in o Zahlen existieren, die in © Nullteiler sind.
Unter den genannten Voraussetzungen iiber o ist nimlich (/%) immer eine endliche,

gewohnliche, abelsche Gruppe, da in (/%) der Doppelkettensatz gelten soll, und
d{(O/¥),} = NU nach Satz VI (Einleitung) dasjenige Hauptideal von o, das von der
Ordnung dieser Gruppe, d. h. von der Anzahl der Restklassen, in die  mod ¥ zerfllt,
erzeugt wird.

§ 2. Erster Spezialfall.

0 sei von nun an immer ein Ring vom Typus der Hauptordnung eines algebraischen
Zahlkérpers endlichen Grades, d. h. ein 5-Axiomering im Sinne von E. Noether. Uber
den Ring © werden dariiber hinaus in diesem Paragraphen noch keine weiteren ein.
schrinkenden Voraussetzungen gemacht.

Satz 8. Bei jeder Darstellung des Ideals A von O als direkier Durchschnitt von Primgr-

idealen Ly, ..., O (vgl. hierzu die Bemerkung vor Satz 6) wird

N = (B ~o)i--- (BF ~o)¥,
falls B das zu D, gehirige Primideal und I, die Kompositionsreihenlinge von (2/8,,),
bezeichnet. )

Beweis. Da nach Satz 6 N = NQ, - .- Ny ist, kommt es nur darauf an, zu
zeigen, daB N9, = (BF ~ o) gilt. Dies ergibt sich aber sofort, wenn man auf die Glieder
U, einer Kompositionsreihe

<< =< <11b‘ = (Q/D,,‘)D
des Moduls (£/2,), Satz V der Einleitung anwendet. Man findet dann

NQ, = d{(D/0u)} = d(Wy/M) - DUW,) - - - DU, /U, —1).
Nun ist das annullierende Ideal £, ~ 0 von (£/9,), nach Satz 4 ein Priméarideal und
P* ~o = p, das zugehorige Primideal. Daher sind die einfachen Restklassenmoduln
u,,,/1, alle mit o/p, isomorph. Hieraus folgt wegen d(v/p,) = p,

b(WL,,,/11,) = p,, also NQ = ph.
Satz 9. Ist © kommutativ, so gilt

NU = (NB)*- - (NPe)* = (Py ~ 0)11- -+ (PBy ~ 0)fe%
wenn — unter A = Q, - - - Oy die eindeutig bestimmte Zerlegung von U in das Produkt
paarweise teilerfremder Primdrideale verstanden — B, das zu Q, gehérige Primideal, e,
die Kompositionsrethenlinge des -Moduls /9, und f, den Grad des Primideals P, be-
ziiglich o (d. h. den Rang von (9/%,),) bedeutet 13).

Beweis. Die einfachen Restklassenmoduln 8B;41/8, die von je zwei aufeinander-
folgenden Gliedern %;, B;41 einer Kompositionsreihe des -Moduls 9/0, erzeugt werden,
sind alle mit /%P, isomorph. (£/9,), hat daher die Liénge I, = e, f,; denn die Lange
von (©/B,), ist f,, was wir schon beim Beweis des Satzes 3 feststellten. Nach Satz 8
wird also

N = (B~ o)t (P~ o),
woraus nach Satz 3 schlieBlich ]
NU = (NPt - - (NB,)*
hervorgeht.

13) Vgl. H. Grell, a. a. 0.11).
Journal fir Mathematik. Bd. 178. Heft 2.
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Satz 10. 0’ sei ein 0 umfassender 5-Aziomering im Sinne von E. Noether, der im

Zentrum von O enthalten ist; es gilt dann
ND[n(QI) =2 No'/o(ND/o’(m))

fiir alle Ideale des Ringes O, fiir die Ny, definiert ist.

© braucht in diesem Satz nicht kommutativ zu sein.

Beweis. Es sei

A=~y
irgendeine Darstellung von 9 als direkter Durchschnitt primérer Ideale. Mit P* werde
das zu 9, gehorige Primideal bezeichnet. Zur Abkiirzung werde P* ~ o’ = p; und
¥ ~ o = p; gesetzt. Die Numerierung der £, denken wir uns so vorgenommen, dafl
. ‘p{=p2'=...=péwlp;+l = s w :p%’”_,})}"H:... z,p:‘

ausfillt, wihrend b, p;, ..., p,, p, voneinander verschieden sind.

Bedeutet /; (bzw. ;) die Lénge des Moduls (£/2;), (bzw. (D/24),), so wird nach
Satz 8:

) Nog() = pli. ooyl plidetla gttty
(2) ND/B(“)’[) — pil - p;k — pirh..-H“ . p:,‘+1+-..+l,,.

Die einfachen Restklassenmoduln, die von aufeinanderfolgenden Gliedern einer
Kompositionsreihe des Moduls (/%) erzeugt werden, sind offenbar alle mit o'/p{

isomorph. (D/£;), hat daher die Lénge [; = [jf;, falls die Lange von (0/¥/),, d.h. der
Grad von p{ beziiglich o, mit f; bezeichnet wird. Es gilt also

3) Ngj(¥) = plite L gt D
Nach bekannten Sitzen iiber Ringe vom Typus der Hauptordnung eines algebraischen
Zahlkorpers endlichen Grades haben die Moduln

0'/p’l;+...+l;, . D'/plz;+l+..-+t;

resp. die Léangen (4 +---+#4),..., (41 + -+ 1) Nach Satz 9 wird daher
wegen p, = (B ~0') n0 = P, ~ o

4 N {p'z;+u-+z; L p'll'd,1+---+l,'} _ p(l;+---+l;)!,,‘ . p(t,’,+1+---+l.’,>/,

oot v T ta v .

Aus (1), (3) und (4) ergibt sich die Behauptung.

§ 3. Der Spezialfall der hyperkomplexen Zahlentheorie.

Bis zum SchluB der Arbeit sei jetzt © immer Maximalordnung einer einfachen
Algebra A, o die Hauptordnung eines Korpers K, der den Grundkérper P von A umfaft
und im Zentrum Z von A enthalten ist: P< K< Z< 4. P wird als Quotientenkorper
eines Noetherschen 5-Axiomerings t und Z als separable Erweiterung iiber P voraus-
gesetzt.

Ich betrachte zunichst den Spezialfall einer kommutativen Algebra A, da seine
Behandlung besonders einfach ist.

Hauptsatz a,. Fiir zwei Ideale 1) % und B des Ringes O gilt
NUAB =NA-NB.
Beweis. Man bestiitigt die Behauptung durch Untersuchung der Struktur des

1) Von den in diesem Paragraphen vorkommenden Idealen setze ich — wie allgemein iiblich — voraus, dag
sie nichtsinguliir sind, d. h, mindestens einen Nichtnullteiler enthalten.
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Restklassenmoduls A/AB. Mod AYB ist A bekanntlich Hauptideal und daher A/AB ein
zyklischer (von einem Element erzeugbarer) Modul; auBerdem ist % das annullierende
Ideal (vgl. FuBnote 3) von A/AB. Infolgedessen ist A/AB mit O/B isomorph, also

b{2/(UB),} = NB.
Nach Satz V (Einleitung) wird daher
NUB = d{(O/UB),} = d{O U} - d{A/(AB)} = NUA-NB.
In der Idealtheorie einer Maximalordnung © betrachtet man neben den ganzen

(in O enthaltenen) Idealen noch gebrochene Ideale, die sich bekanntlich als Quotienten
ganzer Ideale darstellen lassen. Fiir die gebrochenen Ideale € lift sich jetzt mit Hilfe des

Hauptsatzes a, ebenfalls eine Norm NG beziiglich v definieren, indem man — unter € = 2

B
irgendeine Darstellung von € als Quotient ganzer Ideale verstanden — NG = ] setat.
Hierdurch ist NG wegen des Hauptsatzes a, eindeutig festgelegt; denn fir ganze

Ideale 2, B, %', B’ folgt aus% =%, daB AB’ = BA', also auch

i ,  NY N
gilt. Durch die Festsetzung
»I 8%
B NB

wird der Giiltigkeitsbereich des Hauptsatzes a, auf das Gebiet aller ganzen und gebrochenen
Ideale ausgedehnt. )
Ist A ein algebraischer Zahlkorper endlichen Grades, so pflegt man in der Zahlen-
theorie eine Norm n () beziiglich o als das Produkt aller zu % relativ konjugierten Ideale
A, A, ... einzufihren: n(A) = A- A’ - - .. Fir n(A) gilt bekanntlich
1) n(%) = [n(B)]*- - - [n(PB)]*, wenn A = Pt ... P* die Zerlegung von A in
das Produkt paarweise teilerfremder Primidealpotenzen bedeutet,

2) n(B,) = (B, ~ o)™, falls P, beziiglich o den Grad f, hat. Nun ist nach Satz 3
(§ 1) auch

3) NP, = (B, ~ o)
und nach dem Hauptsatz a,
4) NYU = (NPy)t- - (NBo)*,

was iibrigens auch unmittelbar aus Satz 9 (§ 2) hervorgeht, da der O-Modul /% be-
kanntlich die Kompositionsreihenldnge e, hat. Ein Vergleich der Formeln 1), 2), 3), 4)
zeigt, dap auch im Spezialfall der algebraischen Zahlentheorie die Normendefinition dieser
Arbeit mit der iiblichen gleichwertig ist.

Im Nichtkommutativen, dem ich mich jetzt zuwende, betrachte ich gleichzeitig
alle Maximalordnungen O, Oy,... von A und alle (nichtsinguliren) Ideale 14) der
Ringe ©;. Ich bezeichne diese Ideale mit groBen deutschen Buchstaben mit angehéngten
Doppelindizes, z. B. %;;, wodurch zum Ausdruck gebracht werden soll, daB ©;; die Links-,
©; die Rechtsordnung von %y ist. Im Fall ¢ & j hat man, da man %;; ebenso gut als
Linksideal in ;; wie als Rechtsideal in O;; ansehen kann, zun#chst eine rechts- und eine
linksseitige Norm N,%; und N;%; zu unterscheiden. Wir werden aber sehen, daf beide
Normen iibereinstimmen, so dal man schlieBlich doch von einer eindeutig bestimmten
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Norm N; = N,%; = N,%; sprechen kann. Hauptziel der folgenden Uberlegungen
ist zun#chst der Beweis des bekannten, im Nichtkommutativen fiir eigentliche Ideal-
produkte geltenden Analogons zu Hauptsatz a,, der sich aus einigen vorbereitenden
Sétzen ergeben wird, die ich jetzt vorausschicke.

Satz 11, Gleichseitige Primideale, die durch Transformation auseinander hervor-
gehen, haben dieselbe Norm:

NP = N (U PaUz").-

Beweis. Zur Abkiirzung werde 9; Py Wy;" = B, gesetzt. Es ist dann Wy Pis = By W,
also auch

1) Wi/ (Wi Bis)y = Wi (Bjs i), -
Da man Uj; als ganzes Ideal voraussetzen darf, ergibt sich aus U;Pyu = By, daB
i und P;; bei der Darstellung als eigentliche Produkte unzerlegbarer Ideale in gleich-
viele Faktoren zerfallen. Daher haben ©;;/8;; und %;;/(;: i), als Linksmoduln in bezug
auf O;/P;; aufgefaBt, dieselbe Kompositionsreihenlinge 15), woraus weiter folgt, daB
diese Moduln sogar isomorph sein miissen, da ihr Operatorenring 9;;/R;; zweiseitig einfach
und vollstindig reduzibel (direkte Summe endlich vieler, einfacher Linksideale) ist;
es gilt daher auch

(2) gl Biio = Wit (Wi Fia), -
Durch eine entsprechende, nur unwesentlich modifizierte Uberlegung beweist man
3) Osig] Bisy = Wi/ (B33 Ui, 5

woraus mit (1) und (2) zusammen die Behauptung NV B; = N P;; unmittelbar hervorgeht.

Satz 1. P; sei ein unzerlegbares Ideal. Ist Ry; irgendein durch P teilbares gleich-
seitiges Primideal und zerfdllt Ry in das eigentliche Produkt von n unzerlegbaren Faktoren,
so st

N Pu = (ViPBr)" = (N, Bn)"
Bei unzerlegbaren Idealen ist infolgedessen die linksseitige Norm mit der rechisseitigen
identisch:
N R = N, Bpe.

Beweis. Da P in P; aufgehen soll, gibt es zwei ganze Ideale %i;, s, die der Be-
dingung S.E« == 91;; 287} mu genﬁgen. Ich setze EBI,), = QIH S,B“ 91;1 = %Ih slI.'j %\ﬂ,. Es ist
dann N Py = N Pu. Zur Bestitigung der Gleichung NV Py = (IV P;)" geniigt es daher,
N B = (N, By)" zu beweisen. Das letztere ergibt sich aber — nach Satz IV (Ein-
leitung) — unmittelbar daraus, daB ©Ou/Pu in die direkte Summe von genau n ein-
fachen O-Rechtsmoduln zerfillt, die alle mit O/ B;z isomorph sind. Genauso beweist
man N Pu = (N;B;z)", nur muB man jetzt an Stelle von Py das (zweiseitige) Primideal
By = " Py = BuUuWy; des Ringes Oy, an Stelle einer direkten Summenzer-
legung von QP in einfache Ou-Rechtsmoduln eine solche von O;;/%P;; in einfache
£j;-Linksmoduln betrachten.

Aus den Sitzen 11 und 12 folgt

Satz 18. Zwei unzerlegbare Ideale Rup, Ry haben stets dieselbe Norm, wenn Pap
in dem gleichseitigen Primideal Ry, P,s in dem gleichseitigen Primideal P;; aufgeht und
i, By durch Transformation auseinander hervorgehen: P = WPy i7" .

15) An sich kann man zuniichst nur schlieBen, da8 0;;/By; und Ay /(Aj; By;) als Linksmoduln in bezug auf
8;; gleiche Kompositionsreihenléinge haben. Da jedoch beide Moduln linksseitig von B,; annulliert werden, lassen
sie sich auch als Linksmoduln in bezug auf £,1/%B;; deuten, was auf die Kompositionsreihen keinen EinfluB hat.
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Satz 14. Fiir unzerlegbare Ideale Bjr, Pu und irgendein ganzes Ideal Ws; gilt

(ITa) Ny(s; Bie) = NieWij - N B
(ITb) No(PBriWij) = NPy - N, Ui .
Beweis. Nach Satz V (Einleitung) ist

(6] No(UWiy Pye) = No Wy - 0 {Wso (W5 Fie),} -

Da 2;;/%; Bz ein einfacher (also auch zyklischer!) ©y-Linksmodul ist, gibt es in Dy ein
(natiirlich unzerlegbares) Ideal ; (mit der Linksordnung ;) derart, daB die £;-Links-
moduln Oy P, Wsj/ (Ws; Rz) isomorph sind. Das annullierende Ideal dieser Moduln (vgl.
FuBnote 3) ist offenbar das durch Py teilbare, zweiseitige Primideal P des Ringes Dy;
infolgedessen wird

R Wi = Wi R, %l PR Wij < P
und daher nach Satz 13
NP = NPa = 0{(Du/Pa),} = 0{Wi)(Ws; Ria) ) »
was mit (1) zusammen (IIa) ergibt. Von einigen selbstverstindlichen Modifikationen
abgesehen, beweist man (IIb) genau so wie (Ila).

Aus Satz 14 erhédlt man jetzt unmittelbar

Hauptsatz b. Links- und Rechtsnorm eines ganzen Ideals Uj; stimmen iiberein.

Beweis. Zerlegt man %; in das eigentliche Produkt unzerlegbarer Ideale
Wi = Piw- Pas - - - Baj, so wird nach Satz 14

L. NWj = NPRis  NBas - - - NByj = N, Uy .

Hauptsatz a,. Die Norm des eigentlichen Produkts ganzer Ideale ist gleich dem
Produkt aus den Normen der einzelnen Faktoren:

II. N(?X.-,-%ik) :‘N?I.'j 'N%jk.

Beweis. Folgt aus Satz 14, wenn man %; und Bj in das eigentliche Produkt
unzerlegbarer Faktoren zerlegt.

Die beiden Hauptsdtze a, und b wurden nur fiir ganze Ideale bewiesen und ausgesprochen.
Selbstoerstindlich gelten sie aber auch fiir gebrochene Ideale, was sich leicht in &hnlicher
Weise beweisen 148t wie die Verallgemeinerung des Hauptsatzes a;; man beachte dabei,
daB jedes gebrochene Ideal G;; sich als Quotient von der Gestalt U;Bj;" darstellen 148t
wo Uij, Bj; ganz sind und B;; insbesondere gleichseitig ist.

Herr Hasse hat fiir die in diesem Paragraphen betrachteten Ideale §;; eine p-adisch
definierte Norm eingefiihrt 8), die ich fiir den Augenblick mit n(€;;) bezeichne. Ich will
noch beweisen, daB n(€;) mit NG, iibereinstimmt, wobei ich der Einfachheit halber den
Ring o mit dem Zentrum 3 der Ringe Oj identifiziere, was natiirlich keine wesentliche
Beschrinkung der Allgemeinheit bedeutet. Offenbar geniigt es, €; unzerlegbar voraus-
zusetzen, da sowohl fiir die Norm n wie N der Normenproduktsatz (im Sinne des Haupt-
satzes a,) gilt. Bei einem unzerlegbaren Ideal Py;ist auf Grund des Satzes 3 (§1) NP;; = ¥/,
wenn p = fi; ~3 das Verengungsideal von Py; in 3, und f den Grad von %;; in bezug
auf 3 bedeutet. Auf Grund desselben Satzes ist an der Stelle p NV (‘B%) = p;", wenn f,

den Grad von ‘B% in bezug auf 3, bezeichnet und an jeder von p verschiedenen Stelle q = p
N (’B%) = 3, Hieraus folgt nach Satz 65 der zitierten Arbeit von Herrn Hasse n(Py) = p'e.
Nun gibt es bekanntlich eine isomorphe (umkehrbar eindeutige, relationstreue) Abbildung

16) H. Hasse, Uber p-adische Schiefkorper und ihre Bedeutung fiir die Arithmetik hyperkomplexer Zahlsysteme,
Math. Ann. 104 (1931), § 8.
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von D‘.,.W/SE“p auf Dii/S]S‘j, bei der 3,/p, auf 3/p abgebildet wird. Daher ist / = fir womit
Ny = p =y = n(By)

bewiesen ist.

Neben den beiden in den Hauptsétzen a und b zum Ausdruck gebrachten Ergebnissen
gilt fiir die Idealnormen der hyperkomplexen und der algebraischen Zahlentheorie noch
eine weitere interessante Tatsache:

Hauptsatz e¢. Zwei Ideale W;; und By sind stets und nur dann als o-Moduln iso-
morph, wenn ihre Normen beziiglich v dquivalent sind, d. h. zur selben (absoluten) Ideal-
klasse der Ordnung o gehéren.

Zum Beweis dieses Satzes bendtige ich

Hilfssatz 1. I sei ein von endlich vielen Elementen erzeugbarer, rein-unendlicher 17)
o-Modul, M’ ein Untermodul von I, fiir den /M’ endlich ?) ist. Es gilt dann

KI(M') = KI(M) - KI{d(MM")}.

Beweis des Hilfssaizes. Da der Modul I voraussetzungsgemil rein-unendlich ist,
1aBt er sich in einen Modul IM* einbetten, dessen Operatorenring der Quotientenkérper K
von o ist. Man erhélt M* — dhnlich wie den Quotientenring eines kommutativen Ringes —

. [ 2 - .
indem man neue Symbole;emfuhrt, wo « ein Element aus It und a ein Element aus o

bedeutet, und festsetzt, daB% e gdann und nur dann gilt, wenn «b = Ba ist, und daB

oy _oetye x d_od
a'c  a ' a e ae

sein soll.
Es seien a und b ganze Ideale des Ringes o, von denen a zur Klasse 17) KI(It) und

b~ zur Klasse KI(') gehoren moge. Nach dem Struktursatz von E. Steinitz (vgl.
DM § 4) lassen sich in I0* Elemente o¥, . .., «* und g%,..., ¥ so finden, daB M und M’

in die direkten Summen
M=oFo4 -+ of 04+ aa
W= fro+ -+ Bryo+ YT
zerfallen. Fiir die 0-Moduln
DM =oaXo+ -+ ako

und

P =pro+ -+ pFo
gilt dann
: M=M=z
und

(1) (M) - DEMYJM') - o(M'| M) = p(M/M') (Satz V, Einleitung).
Nun ist, wie man leicht bestétigt,
(M) =a, O(W/WM) =10
und b(D/T’) ein Hauptideal, namlich das von der Determinante der Ubergangsmatrix

17) Beziiglich der Begriffe, Bezeichnungen und Sitze, die bei der Formulierung und beim Beweis des Hilfs-
satzes 1 und in den hlieBenden Betrachtu benutzt werden, vergleiche man § 4 der Arbeit DM (siehe FuB-
note 1).
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von (af, ..., a¥) zu (B, ..., B¥) erzeugte. Hieraus folgt in Verbindung mit (1)
KL(M) - KI{o(MM')} = KI(a) - KI{o(WM/M)} = KI(b7") = KL(WM).

Beweis des Hauptsatzes c¢. Da die Ideale %; und By, als o-Moduln rein-unendlich
sind und in bezug auf den Quotientenkérper von o denselben Rang haben (so daB die
Anzahl der direkt-unzerlegbaren Summanden, in deren direkte Summe ¥; und By, zer-
fallen, nach DM, § 4, Hilfssatz 7, bei beiden Moduln dieselbe ist) sind %;; und By als
0-Moduln auf Grund des Steinitzschen Struktursatzes (DM, §4) dann und nur dann
isomorph, wenn die Idealklassen KI(%;) und KI(%j) identisch sind. Beim Beweis des
Hauptsatzes ¢ kommt es daher nur noch darauf an, zu zeigen, daB KI(%0;) mit KI(Bu)
dann und nur dann iibereinstimmt, wenn N; mit N%Bj; dquivalent ist. Dies folgt aber,
weil U;; und By ohne Beschrinkung der Allgemeinheit als ganze Ideale vorausgesetzt
werden diirfen, sofort aus dem vorausgeschickten Hilfssatz 1, demzufolge wegen der
Endlichkeit der Moduln (D:/%;),, (Oi/Brr),

(1) {(a) KZ(QI.I) = Kl(gﬁ) d Kl{b(Dii/QIij)u} = KIDy - KZ(NQL,,)

(b)  KU(Br) = Ki(Ow) - KU(NBu)
gilt. Nun ist
@) {(a) KI(Ou - Da)™") = KiDi - KIN(Os - D))
)  KY(Du- Ou)™") = K19y - KAN(Dpe - Du) ™),
also Ki(9Dy) = KI(Dw), woraus in Verbindung mit den Gleichungen (1) die Behauptung
unmittelbar hervorgeht.

Als Sperzialfall ergibt sich aus Hauptsatz ¢

Satz 16. Alle Maximalordnungen der Algebra A sind als o-Moduln, ja sogar als
3-Moduln isomorph, wenn § die Hauptordnung des Zentrums Z von A bedeutet. (Fiir Maximal-
ordnungen von gleichem Typ ist diese Aussage natiirlich trivial, bemerkenswert ist nur,
daB8 auch Maximalordnungen verschiedener Typen als 3-Moduln isomorph sind.)

Satz 16 gewinnt noch durch folgende Tatsache an Interesse:

Satz 17, Ist A* eine einfache Teilalgebra von A, die das Zentrum Z von A umfaft,
O* eine Maximalordnung von A* und gibt es Mazimalordnungen von A, welche D* als
Teilmenge enthalten, so sind die letzteren, als 0*-Moduln aufgefaBt, im allgemeinen nicht
isomorph, auch dann nicht, wenn A* kommutativ (also Korper) ist. Isomorphie der D%
umfassenden Mazimalordnungen von A gilt in der Regel nur in dem Spezialfall A* = Z.

Beweis. Ich bestitige die Behauptung durch ein Beispiel. Es sei Z der rationale
Zahlkorper, Z, die vollstindige Matrixalgebra vom Grade n iiber Z (Ring aller n-reihigen,
quadratischen Matrizen mit rationalen Koeffizienten). Weiter sei A* ein algebraischer
Zahlkorper n-ten Grades tiber Z, 9* seine Hauptordnung; von A* verlangen wir iiberdies,
daB D* wenigstens ein Ideal ¥* enthilt, dessen n-te Potenz kein Hauptideal ist, eine
Bedingung, die sich i. a. leicht erfiillen 1aB8t. Als Modul in bezug auf den Ring 3 aller
ganzrationalen Zahlen hat ©* immer eine aus n linear unabhéngigen Elementen be-
stehende Basis (,, d,, . . ., Gs), die zugleich als Basis fiir den Korper A* dienen kann,
wenn A* als Z-Modul gedeutet wird. Vermoge der durch die Basis (,, . . ., @) vermittelten
reguliren Darstellung erhalten wir jetzt in A = Z, einen kommutativen Korper 4%,
der auf 4* isomorph bezogen ist, wobei ©* in O*, A* in A* iibergeht. ©O* konnen wir
gewiB in eine Maximalordnung D,, von A = Z, einbetten; denn offenbar ist * wegen
der speziellen Voraussetzung iiber die Basis (dy, . . ., 4,) in der Maximalordnung O,, = 3,
enthalten, wobei 3, der Ring aller n-reihigen, quadratischen Matrizen mit ganzrationalen
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Koeffizienten bedeutet. Wir betrachten nun das Erweiterungsideal O,,%* in £,., dessen
Rechtsordnung Ogp ebenfalls O* umfaBt. In O,, = 3, ist bekanntlich jedes Ideal Haupt-
ideal. Infolgedessen sind Ou, und O, A* als Linksmoduln in bezug auf ., also auch
als O*-Linksmoduln isomorph. Es ist daher

KI*(Du) = KIX(D,a2%) = KI*(%* D)

(wobei das Symbol Ki* diesmal eine Idealklasse des Korpers A* bezeichnet). Wie man
leicht einsieht, ist
KI*(A* Dgp) = (KIHUAX)" - KI¥(Dpg) .
Wiiren nun die beiden Ordnungen .., Opp als O*-Moduln isomorph, so wiire
KI*(Dpp) = KI*(Dua) = [KI¥U*)]" - KI*(Dpp)
[K U] = Kix(©0¥),
d. h. (Y*)" Hauptideal, was der Voraussetzung widerspricht. Die beiden ©* umfassenden
Ordnungen O,y und Ogp konnen also als O*-Moduln nicht isomorph sein.

Im AnschluB an Hauptsatz ¢ definiere ich jetzt noch einen neuen Klassenbegriff
fiir die Ideale der Maximalordnungen von A, der einerseits als natiirliche Verallgemeine-
rung des in der algebraischen Zahlentheorie gebriuchlichen Klassenbegriffs angesehen
werden kann, andrerseits die Definition einer Multiplikation beliebiger Klassen ermdglicht,
derart, daB die letzteren bei multiplikativer Verkniipfung eine gewdhnliche, abelsche
Gruppe bilden, die mit der Gruppe §* isomorph ist. n bedeutet dabei den Index von 4,
§"* die Gruppe der n-ten Potenzen aller Elemente der (absoluten) Idealklassengruppe §
des Zentrums Z von A.

Zur Orientierung werfen wir zunéchst einen kurzen Blick auf den kommutativen
Spezialfall: Ist die Algebra A kommutativ (also Korper), so sind zwei Ideale der Hauptord-
nung O von A bekanntlich dann und nur dann dquivalent, wenn sie als O-Moduln isomorph
sind %), eine Aussage, die ja auch in dem Struktursatz von E. Steinitz (DM, § 4) als
Spezialfall (k =1, € = 0) enthalten ist. Die Idealklassen von A konnen also auch als
die Systeme untereinander isomorpher Ideale erklirt werden 8), wobei die Ideale als
©-Moduln aufzufassen sind.

Im Nichtkommutativen wird man bei dem Bestreben, den so definierten Klassen-
begriff auf die Ideale %;; der Maximalordnungen von A zu iibertragen, zunichst einen
Ring R aufzusuchen haben, der in allen Maximalordnungen von A enthalten ist, und zwei
Ideale %;;, By dquivalent nennen, wenn sie als R-Moduln isomorph sind. Der néchst-
liegende Ring mit dieser Eigenschaft ist die Hauptordnung 3 des Zentrums Z von A.
Es scheint daher natiirlich, die folgende Definition aufzustellen:

Zwei Ideale %, By heiBen dguivalent, wenn sie als 3-Moduln isomorph sind. Auf

18) Ein entsprechender Satz gilt iibrigens fiir die nichtsinguliren (vgl. FuBnote 14) Ideale eines beliebigen
kommutativen Ringes. Sind zwei Ideale a und b eines solchen Ringes t iiquivalent, gilt also ¢;a = ¢gb, Wo ¢;, ¢y
Nick iler von t bed so gibt es zu jedem @ aus a ein eindeutig bestimmtes b¢ b, derart, daB c,a = c,b
gilt und kehrt. Die Zuordnung a < b, die entsteht, wenn jedem @ € a das der Gleichung c,a = ¢,b geniig
b € b zugewiesen wird, zeigt — wm man leicht nachrechnet —, da8 a und b als t-Moduln momorph sind. WeiB man
umgekehrt, daB zwei nichtsinguléire Ideale a und b des Ringes tals t-Moduln lsomorph sind, so 1aBt sich die Aquivalenz
zwischen a und b folgendermaﬂen isen: a sei irgendein Nich iler und a’ ein zweites Element aus a. Bei
der t istierenden, operatorisomorphen Abbildung von a auf b mége etwa a in b und o’ in ¥’
iibergehen. b ist dann w1eder ein Nichtnullteiler von t, weil aus ¢b = 0 mit ¢ + 0 sofort ea = 0 folgen wiirde. Weiter
mu jede ischen @ und a’ bestehende Relation ac + a’¢’ = 0 auch zwischen b und b’ gelten: be + b’¢’ = 0. Hier-

' = 0 oder ab’ = ba’, LiBt man a’ alle Elemente aus a durchlaufen, so ergibt sich die gewiinschte
Bezichung ba = ab, in der a und b keine Nullteiler von v sind.
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Grund dieser Aquivalenzrelation zerfillt die Menge der Ideale %;; in Klassen, die Ideal-
klassen ®{ von A. Das System der mit den Maximalordnungen von A dquivalenten Ideale
heiBt die Hauptklasse der Algebra. (Vgl. Satz 16.) Im Kommutativen gehen diese Begriffe
offenbar in die iiblichen iiber. — Ich beweise zunichst

Hilfssatz 2. Zu jedem Ideal ;; und einer beliebigen Maximalordnung O kann
stets ein zu ; dquivalentes Ideal gefunden werden, dessen Linksordnung mit der vor-
gegebenen iibereinstimmt.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf ich annehmen, 2; sei ein
ganzes Ideal, da jedes Ideal mit einem ganzen dquivalent ist, was sich genau wie im
kommutativen Spezialfall beweisen 148t. Ist das Ideal ; unzerlegbar, so ist es Teiler
eines gleichseitigen Primideals 5 von y. Fiir jedes unzerlegbare Ideal % (mit der
Linksordnung ©y), das in dem gleichseitigen Primideal R = (Ow i) RO Ois) ™"
aufgeht, gilt dann nach Satz 13 N%;; = NBu. Nach Hauptsatz ¢ ist daher By zu Uy
dquivalent, also von der verlangten Beschaffenheit. Ist 9;; nicht unzerlegbar, so werde ;;
in unzerlegbare Ideale (;; = Piu - Pup - - - Pa;) zerlegt. Nach dem bereits bewiesenen Teil
des Hilfssatzes gibt es zu i, ein dquivalentes Ideal Prv, zu Pus ein dquivalentes Pop
usw. derart, dafB

N%{ii :Nsﬁia’NéBuﬁ‘ N ‘NSBA]‘ :NSBIM‘NSBM'W' : 'NEBA’I =N§Bkl
gilt, wenn P - Pwp - -+ Par = By gesetzt wird. By ist wieder zu U;; Hquivalent und
die Linksordnung von By mit Oy identisch.

Zwei Idealklassen R1,, &1, heiBen multiplizierbar, wenn in Q[ ein Ideal %;; und in
R, ein Ideal By so gefunden werden kann, daB die Rechtsordnung von ;; mit der Links-
ordnung von Bj libereinstimmt; ist diese Bedingung erfiillt, so werde unter dem Produkt
Q1 KL, die Klasse der mit dem eigentlichen Produkt ;B dquivalenten Ideale verstanden.
Auf Grund des vorausgeschickten Hilfssatzes sind Idealklassen &(;, und ®I, in beliebiger
Reihenfolge stets multiplizierhar. Wegen des Hauptsatzes c ist das Produkt RI,8I,
unabhingig von der Auswahl der Représentanten eindeutig bestimmt. Die Hauptklasse
spielt bei der Klassenmultiplikation offenbar die Rolle der Einheit. AuBerdem existiert
zu jeder Klasse Sl eine reziproke 17", die mit ®! multipliziert zur Hauptklasse wird;
ist nmlich 9; irgendein Reprisentant von &I, so ist R1™" die Klasse der mit %" dquiva-
lenten Ideale. — Aus der letzten Betrachtung ergibt sich

Satz 18. Die Idealklassen der einfachen Algebra A bilden bet multiplikativer Ver-
kniipfung eine Gruppe ©, die wegen der Hauptsitze a, und ¢ mit einer Untergruppe der
(absoluten) Idealklassengruppe § von Z isomorph und daher sogar abelsch ist.

Mit Hilfe des Hauptsatzes ¢ 1aBt sich die mit § isomorphe Untergruppe §)’ von
genau bestimmen: Es ist ' = §", d. h. )’ die Gruppe der n-ten Potenzen der Elemente
von B, wo n den Index von A, also n® den Rang von 4 iiber dem Zentrum Z bedeutet.
Da die Norm eines Ideals %;; immer die n-te Potenz eines Ideals von 3 ist (es gilt
N%; = (NyeaUij)"), s0 ist jedenfalls )’ < §*; man hat also nur noch §" < §’ nachzuweisen.

Definitionsgema8 ist " die Gesamtheit aller Idealklassen von Z, welche die n-te
Potenz wenigstens eines Ideals von 3 enthalten. In diesem Fall enthilt die betreffende
Idealklasse nach bekannten Sitzen sogar die n-te Potenz eines Ideals a, das zu einem
vorgegebenen Ideal, insbesondere zur Diskriminante von A teilerfremd ist. Ich werde
nun zeigen, daB die n-te Potenz eines zur Diskriminante von A teilerfremden Ideals a
immer Norm eines Ideals %;; der Maximalordnungen von A ist, womit die Behauptung
bewiesen sein wird, da ja )’ nach Hauptsatz ¢ gerade aus allen Idealklassen von A-besteht,
die wenigstens ein Ideal enthalten, das Norm eines Ideals %;; ist.
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Um die Existenz eines Ideals %j; mit der Eigenschaft N%; = a* nachzuweisen,
werde a in seine Primfaktoren zerlegt: a = p, - p, - - - p,. Da mit a auch alle Primteiler p,
von a zur Diskriminante von A teilerfremd sind, sind die Erweiterungsideale p,©, = B

ax

Primideale (unverzweigt), die in genau n unzerlegbare Ideale vom Grade n zerfallen ).
Ist P, ein unzerlegbarer Idealteiler von B, = 99,0 P, ein unzerlegbarer Ideal-

teiler von B, = p, Dml usw., 8o wird N S,BW‘_H = pr, also

N(B,o Pos,” B+ B

w10
womnit ein Ideal mit der gesuchten Eigenschaft gefunden ist.
Zusammenfassend erhalten wir schlieBlich:

Hauptsatz d. Die Idealklassen einer einfachen Algebra bilden ber multiplikativer
Verkniipfung eine abelsche Gruppe 9, deren Struktur nur vom Zentrum und dem Index n
abhdingt. Sie ist mit der Gruppe der n-ten Potenzen aller Elemente der absoluten Idealklassen-
gruppe Y) des Zentrums isomorph.

Bemerkung. Der Idealklassenbegriff eines algebraischen Zahlkérpers 1a6t sich noch
auf eine andere Weise auf die Ideale 2;; der Maximalordnungen von A iibertragen, indem
man zwei Ideale ;;, Bu dquivalent nennt, wenn zwei Nichtnullteiler ¢ und d existieren
derart, daB N%; = N(c Bud) gilt. Die Idealklassen, die sich auf Grund dieser Aquivalenz-
relation ergeben, lassen sich genau wie die oben eingefiihrten unbeschrénkt multiplizieren
und bilden bei multiplikativer Verkniipfung wieder eine endliche abelsche Gruppe 9H*,
was man genau 80 beweist wie Satz 18. Im Spezialfall einer vollstindig zerfallenden
Algebra ist $* mit der Idealklassengruppe I) des Zentrums isomorph; im allgemeinen
Fall ist die Struktur von $* komplizierter; sie hingt vermutlich noch von der Struktur
der zum Zentrum Z gehérigen Brauerschen Algebrengruppe ab.

)=a"1

19) Vgl. H. Hasse, a. a. 0. 1¢), Satz 81, S. 534,

Eingegangen 11. Mai 1937.

Zusatz bei der Korrektur (September 1937). Der Brandtsche Aquivalenzbegriff, bei dem zwei Links-
(bezw. Rechts-)ideale einer Maximalordnung der Algebra A dann als quivalent gelten, wenn sie durch rechts- (bezw.
links-)seitige Multiplikation mit einem Nichtnullteiler des Systems A auseinander hervorgehen, 148t sich iibrigens
ebenfalls durch eine Isomorphiebeziehung charakterisieren: Zwei Linksideale¥; und %, der Ordnung Dy; sind néimlich
dann und nur dann vm Brandischen Sinne dquivalent, wenn sie als Moduln mit dem linksseitigen Operatorenring
;; tsomorph sind; enisprechendes gilt natiirlich auch fiir Rechisideale. Gibt es in A einen Nichtnullteiler ¢, fiir den
Ajj¢ = Uy gilt, so erhilt man eine isomorphe Abbildung von %;; auf %, wenn man jedem a;; aus %;; das Produkt

£l
a0 aus ¥y, zuordnet. Umgekehrt 18t sich unter der Voraussetzung, da8 sich %;; und %, isomorph aufeinander be-

ziehen lassen, leicht die Existenz eines der Bedi: ?Iﬁc = ;; geniigenden Nichtnullteilers ¢ von 4 b
Hierzu werde aus %;; ein Nichtnullteiler 2z des Zentrums von O; und daneben noch irgendein anderes El b a;;
ausgewihlt. Es ist dann a,z — za;; = 0. Mit 2’ und a}; sollen jetzt diejenigen El te aus %, bezeichnet werden,

die den Elementen z und a;; bei irgendeiner festen isomorphen Abbildung von ¥;; anf Ay entsprechen. Aus
a;;2— 2a;; = 0 folgt dann, wenn man annimmt, da8 ;; und %, ganz sind, was natiirlich keine Beschriinkung der
Allgemeinheit bedeutet, a2’ —za; =0, 0,2 = zaf; = a;jz, a;; 2; =aj;. Mitz ist offenbar auch 2’ Nichtnullteiler
von Dy, weil fiir ein von Null verschiedenes Element b des Ringes O,; aus bz’ = 0 sofort bz =0 hervorgehen

wiirde. Daher ist ¢ =z? ein Nichtnuliteiler von 4, der fiir alle a;; aus %;; die Gleichung a;;c = aj;, also auch

i i
As5¢ = U;; befriedigt,
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